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R I N G K A S A N
Dibuktikqn teorena nengenai dekorrposisi.
pada tuang uekto! lew diakibatkan ol.eh suatu
pcne Laqn niLpoten. Dekonposisi ini, dis-onptng
ditentukan ol.eh i,nd.eks 4ilpoLen, jhga d.i te'at u"-
Krx.n oLen na L Ltq.s pemetaan.
A B S T R A C T
fhe theo"en on the decornpolit ion of a
Deetor space caused by a nflpotent nap is
proued. The ,iecotnpoeition ia dZtennine,i '  be_
sides. bg the indez of nilpoteney, also i), the
nu l l i t y  o f  the  nap ,
L. Pendq.huluan
-  Da lan  tu l i san  ln i  k l ta  t ln jau  dekompos is i  suacu ruang
vek tor  yang d lak iba tkan o leh  suatu  pemetaan n i lpo ten  padanya.
Teorena yaog berka i tan  dengan de l (onpos is i  te lah  , i i t r r l i r_
kan dan d ibukr ikan  da lam I l ] ,  ya l tu  Theorem 2 ,  :57 ,  i ra r . rc ran
111.  Da lao  [4 ]  l i l b icarakan secara  leb lh  um. rm dekompos is i  sua tu
Dodu l  to ts i  a tas  daerah idea l  u tama.
Da lam t l r l i san  in i  k i ta  ber ikan  buk t i  la in  L rn tuk  reor r :ma
dekonposrs i  da lan  [1 ] .  Da lam tu l l san  in i  { l i tenu i  sebaga i  Teo_
: :T"  
I . t j ,  . \dapun bukr inyd  k i ra  dasar tGn pada penrba l ,as i .n  oaram
l , {  L  Knususnyr  vang berka l tan  dengan , ' s i faL  pcng: rngkatar } , ,
PROCEEDTNCS i:t 'E VoL. i2, No. 2, 1979.
PEI'IETAAN I LPOTEN
Achnad Arif in*)
* )D "p " . r " , , , nu  
: l a re r . ' r i l t i ka ,  I ns t i r u !  i c koo log i  l l andung ,
, :
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(llfttng property). Secara uDun bukti Teolena Il l  klta dasar-
kan pada nolltas peBetaan nllpoten.
Tullsan lnl bertujuan untrrk nenguaahakan penyederhanaan
bagl penyaj l,an Teore![a spektlal, sepertl yang dislnggung dalan
[3 ]  ha lanan 239,
PeDbahasan kita lakukan untuk ruang vektor beldlnensi
hlngga atas lapangan nyata. Setlap hasll serta buktlnya berla-
ku luga untuk ruang vektor koopleks.
2. Inti perneto,an nilpoten
Lebih dahulu klta ulang pengertian peoetaan nllPoten.
Migalkan V suatu ruang veLtor beldloensl hluSga ataa lapangan
nyafa R. PeDetaan llnier Ar V -' V Llts kstakl:r. ni.LPoten TIka
terdapat btlangan asll q yang belalfat AQ - 0. Bllangan asll
terkecll yang ber6lfat debLklsn kita namakaD irdeke ni'Lpoten.
lntl darl pedetaan At V + V, klta tandal den8an KerCA), adalah
ruanS bagl-an yang cerdlrl darl eeoua veklor dL V yang dlPeta-
kan.oleh A Denladl nol, yaitu:
K e r ( A ) ' { x € v l A ( x ) = 0 } .
Dlmens i  r uang  bag lan  l , I  k i t a  t anda l  dengan  d In * (W) .
Selanjutnya senantlaaa kLta elgalkan bahi{a dl loengl ruang
vektor V posir l f  dan A: V - '  V auatu peDetaan nl lpoten dengan
lndeks  q .  I n l  be ra r t l  t e rdapa t  vek to r  x  €  V  dengan  s i f a r  Aq (x )
= 0, tetapl lq-r(*) rr o, Dislnl A0 = r,  yaltu peoetaan keeatu-
an  pada  v .  H lupunan  { x ,  A (x ) ,  . . . ,  l q - t ( * ) }  ada lah  h lnpunan
baglan darl v yang bebas l lnler. Ruang bEglan yang dlbangun
oleh hlmpunan baglan lnl kl ta tandal dengan K.
Ruang batian K lnvarlan terhadap peDetaan A' art lnya
A(K) g K. DenSan deElkian pehetaan l lnie! Al V - '  V Eenglnduksl
peBettan l lnle! pada ruaog faktor V/K, ki ta tandal dengan










koduratl f ,  dlr lana n. V - V/K adalah peneta&n natural '
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vektor dal-an rtrang faktor (ruang kuosien) V/K klta taldai
dengan j ,  yaltu koset yang dlwakl l i  oleh vektor y. vektor t
dipetakan oleh f nenJadl f( t  = f(t t :  Untuk penetaan nl lpoten
A: V + V yang berlndeks q, peDetaan A: y/K + V/K juga ni lpoten
dengan indeks pa]lnS besar q. xarena o-(, =;SA, = o-, untuk
sextua y € V/K.
Dengen  da ta  dan  t anda - tanda  sepe r t l  d l .  a tas  k i t a  t u l i s kan
teoreDa-teorerda berlkut.
Teo rena  l .  l l t ea l ks  d th - (Ke r (A ) )  =  r ,  , naka  d io - ( re r ( f ) )  =
r  -  l .  
x  K
Teoreoa rr. Miaalkst ty z, . . . , i ,l adalah basie dari
xer(D. Maka terdapqt Dektol, xz, ..,, x. di v dengan sifat:
( 1 )  x r  -  l y  u n t u k  r  =  2 ,  ' . . ,  r ,  d a n
, ^ .  . . q - I  .  .(z) {ee 
'(x) 
, xz, . , . , xr} euatu bati l dari Ket(A) .
Bltkti Ieorvna 1: Telah duelaskan di atas bahea vektor x
berslfat Aq(x) - o dar, eq-11*; 1 o, dimarE q adaLah lndeks
Di lpo ten  dar l  pemetaan A.  Dengan den ik ian  nq- I1x)  6  re t (e ) .
Ruang bag lan  K d ibangun o leh  {x ,  A(x ) ,  . . . ,  Aq- ' (x ) } .  lengan
n - l
deDlk ian  vek tor  Ar  
- (x )  oenbangun ruang bag lan  K f l  Ker (A) ,
S e l a n j u t n y a  p a n d a n g  b a s i s  1 o 9 - r 1 x ) ,  x 2 r . . . ,  x r )  d a r l
Ker (A) .  Akan k l ra  tun jukkan bahra  { i r ,  . . . ,  i . }  ada lah  bas is
dar l  Ker (A) .  Per taea- tana ta rena f ( l , l  =  AT\ t  =  0 ,  naka
{ - x r ,  . . . ,  i r }  €  r e r C 0 .  
'  1
Pandang koablnasi l inler
q ^ x ^ + .
Hubungan lni eki-valen dengan
+ '"I x = 0,
r r
o l  t 2  * +  1 1  x  €  K .r r
Dengan deDiklan




atau c ! -  x ,  +  . . .  +  o  x  =  p  A q - r ( x ) ,t l r r
u n t u k  s u a c u  B  (  R .  K a r c n a  l r 9 - 1 ( * ) ,  x 2 t  . " '  x r l  b e b a s  L t n i e r '
hubungan Eerakhit inl  hanya dipenutr i  oleh
u 2 = . . . = ( I r = B = 0 .
;ad i  t x r ,  . .  . ,  ; . )  ada lah  h lmpr rnan  bag ian  da r i  V /K  yang  bebas
. l  i n i e r  .  
-
Seka rang  a rnb i l  y  €  re r (n ) .  < i t a  Punya i  0  
=  A (y )  =  A (y ) '
a tau  A (y )  €  K .  Dapa t  k i r a  t uL i s
A ( y )  =  r 0  x  -  r l  A ( x )  - . . .  .  r q - l  a q - l ( * ) ,
u n t u k  s u a t u  i . 0 ,  f l ,  . . . ,  , q - t  . l i  R .  K a r e n a  A q ( ) ' )  
=  0 '  m a k a
i r o  =  0 .  K i l a  P u n y a i
A ( y  -  ( f ,  x  +  . . .  +  l ' , u - ,  e q - 2 { * )  ) )  =  o '
Tr l  l l s
o - 2  -
y  -  (  
1  "  
-  . ' .  r  f q - l  A  \ x )  )  =  z '
l L a k a  z (  K e r ( A ) ,  d a n  Y  =  r .  f " f i .
, = y 1  A Q  ( x )  +  1 2  ^ 2  *  .  .  .  *  1 .  * . ,
u n t u k  s u a t u  l t ,  . . ' . ,  1 r  d i  R .  K i t a  p e r o l e h
dan ini nenunjukkan bahwa
- ., 
Dengan deoiktun txr,
J a o a
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1 ; ^ ,  , , . ,  i  J  m e r r b a n g , r n  K e r ( A ) ,
I t
, . . , ;  j  s u a L u  b a s i s  d a r j  K e r ( - a )
d i \ ( K e i ( A ) ) = r - 1 ,
Pe r l u  k i t a  ca ta t  bahwa  un tuk  peme taan  n i l po ten  A r  V  '  V ,
dengan  d im* (V )  >  0 ,  se laLu  be r l aku  d i r nR(  Ke r (A )  )  >  1 .
Euk t i  i eo ) : emL i  I i ,  Da lam bag ian  t e rakh i r  da r l  buk t i  Teo r :e -
ma  I  t e l ah  k i t a  t un jukkan  bahwa  unLuk  vek to r  i  €  Ke r (A )  senan -
t i a s a  t e r d a p a t  v e k t o r  z  €  K e r ( A )  v a n g  b e r s i f a r  Z  =  y .  S e s u a i
d e n g a n  k e n y a t a a n  i n i  m i s a l k a n  x Z ,  . . . ,  x r  a d a L a l r  v e k t o r - v e k t o r
d i  K e r ( A )  y a n g  b e r s i f a t  b a h w a  i .  =  y  i  , n a u k  s e n r u a  i  
=  : ,  . . . r
-  ; , l
r .  A k a n  k i t a  t u n j u k k a n  b a h w a  l A r  
' ( x ) ,  
x " ,  . . , ,  x - f  a d a l a h  s u -
a l u  b a s i s  d a r i  K e r ( A )  
r
Pandang  komb inas  i  l i n i e !
d i  Ke r  (A ) .  ) ' l a ka  k l t a  punya i  kL )mb inas i
i ku t :
l i n i e r  d i  K e r  (  )  b e r -
l .  X .  1  . . ,  +  r r r
a t a u
_ r ^  y ^  +  . . .  +  ,  y  =  U .
t ' !  r  I
l l ubungan te rakh i r  in i  hanya d ipenu l r i  o leh  .J2  =  . . .  =  , f r  =  0 ,
k a r e n a  l y 2 ,  , . , ,  y r l  h e b a s  t t n l " , l : ,  l j e n g a n  d e m i k i a n . j , , g a  . t L  =
0 .  H a l  i n i  m e n b , l k t i k a n  b a h w a  l A -  
- ( x ) ,  
x r ,  . . . ,  x . l  h i m p u n a n
bag ian  dar i  Ker (A)  yang bcbas  l in ie r .
1u0
Sekarang-ar ,b i l  u  €  Ker (A) .  Maka ber laku  At " l  =  e t , r l  =  O '
a tau  u  €  Ker (A) .  Dapat  k i ta  tu l i s
+  + l
I  -  Z  r  _ t
d e r r r . a n  :  6  P ,  r r a ' r
, 1  l r r
K i ta  pe  ro l eh
"  
-  ( 1  
2  " :  
*  . . .  *  l l r  x r )  €  K n  K e r ( A ) .
J a d  i
. -  I
L - ( , ^ i  > . /  . , . \ '  ( x ) ,
f r 1
u n t r r k  s u a t u  l -  €  P ,  a ! . r u
l -
^ - 1
u  _  r  A Y  ( r ,  - ,  ) i ^  _  . . .  +  I  x  .
l - / f f
, , 1
I n i  m e n b u k t i k a n  b a h w a  r , \ ' r  
' ( x ) ,  
x 2 ,  . . . ,  * . 1  m e m b a n g r r n  K e r ( , \ ) .
D e n g a n  d e m i k i a n  t e l l l r  k i t a  b u k r i k a n  b a h w a  1 A ' '  
' ( " ) ,  
x r ,
. . . r  x  s u a l u  b r s i 5  L ' t I  r q r " i ,  r ' a n g  l , e r s i f  , r  ^ .  =  f .  t ' t t u *I  ' 1
s e n u a  i  =  2 '  . . . ,  r ,
3 .  r . , i : r . ' r | u o s i s J  . . , . i '  l , . n " l : t  l ;  ' , j r i  - l . i j
I Ja lam bag ian  i n i  k i t a  mas ih  Le tap  beke r j a  denBan  ruang
vek ro r  V  yang  be rd imens i  h l ngga  dan  pos i t i f  a tas  Lapangan  nya -
td ,  dan  pene taan  n i l po ten  pada  V .  Be r : i ku t  i o i  ada lah  t eo rema
dekompos i s l .
(3) MieaLkal K.
o l e h  { x r ,  A ( x .  )  ,  . . . ,
Teorela III. Misalkot A: V + y 6uatu Deneta&t
r01
niLpoten
dettgot indeks q, daz dt\(KerCA)) = r. Maka be:rlaku:
(D ferdapat baz,isot bilotgen buLat positif 9r, ...,.r,
deng@t qt  -  q  >,  a l  >z . . .  >z 9.  >.  l ,  dat  uektot  xr ,  . . . ,  x  d i  v
q : - r  '  q - l  i  r
gang bez 'e i fa t  {a - t  { * . , ) ,  . . . ,  A  
r  (x r ) }  nenbent tk  s , ta tu  ba-
ais dar"i Ket(L) .
(2) Bat"isan ql, ..., q1: tunggdL ( ditentukqn secara tung-
gal oleh panetaot N.
,n;r,::"O^ t"t'tang bagian yang dibangun
A  -  ( x r ) ) ,  w t t u k  !  =  I ,  . . . ,  r .  M a k a
v =  KrO. . .  @*. .
Sebeluo kita Eernbukrikan Teorena ll l  lebih dahulu kita
buktlkan sifat bellkut, yaltu yaDg berkaitan dengan penetaan
nlLpoten A: V -| V dengan d\(Ker(A)) = f .
SLf.at. Miealkon d\(V) = t, dot Az V + V 6uaLu penetaan
nilpot en. Maka perng ataot-p e mq at (lan berikut ekivql ert :
(1 )  d r - * (Ker (A) )  =  I .
( 2 )  I e r d a p a t  x <  v  d e n g . n i "  s i f a t  { x ,  A ( x ) ,  . . . , 1 t - I ( * ) l
netnb@rglm v .
(3) Penetaor A nempungai indeks nilpoLet n.
Untu l  n  =  1 ,  pernyataan ( l ) ,  (2 ) ,  dan (3 )  ie las  ber laku .
Untuk  n  >  1 ,  buk t l  S i fa t  d i  a ras  k i ra  lakukan de iean membukr i -
kan  uru tan  ber laku  (1 )  :> (3)  :> (2)  > ( t ) .  Buk t i  unruk  (3 ) :>
(2) :> (1) t ldak sukar, penulls menyerahkannya kepada penbaca.
Bukt i  ( I ) :>  (3 ) :  Anda lkan A Denpunya i  indeks  n i lpo ten
q <  n .  Maka te rdapat  x (  V  yang bers i fa t  aq- I ( r )  10 ,  Mlsa tkan
*^ :1**  ruang bag ian  yang d ibangun o leh  tx ,  A(x ) ,  . . . ,
{], -Jt)t. DenBan denlktan ruang faktor V/K nempunyai dlnenstleb lh .besar  dar l  0 ,  dan pemeraan I :  V /X +  V/K yang d l lnduks l
oleh A berslfat nllpoten dengan dtm*(Ker(A)) > f, l,tenurut Te_
oreEa I I ' k i ta  pero l€h  d lnR(Ker (A) )  >  2 ,  ln l  ber ten tangan de-
ngan yanS dlketahul. Jadi A nernpunyai lndeks nilpoten n,
L A 2
Seka ranB  k l t a  buk t i kan  Teo reDa  t I I .  Adapun  pembuk t i annya
k i t a  l akukan  dengan  menge t rapkan  i nduks i  ma tema t i ka  pada
d i m D  ( K e r  ( A )  ) .
l J l t k t t  ' i  i ! ' r t . na  I J r ' .  Un tuk  r  -  I ,  menu ru t  S i f a t  d l  a tas  k i '
L a  p e r o l J h :
( 1 ' )  I e r d a p a r  x  €  V  y a n g  b r r - i t r r  l e q - 1 ( * ) ]  s r a r u  b a s i s
d a r  i  K e r  ( A )  -
( 2 ' )  l i a r i s a n  q  =  q t  ( t e r d i r i  d a r i  s a t u  b i l a n g a n )  t u n g g a l .
K a r e n a  i n d r f ! r  r ) i l p o t e n  E  =  d i n ' t ( ( V ) ,
( J ' )  l l u . r l t  v e k r o r  Y  d i b a n l ' - , n  o l e h  { x ,  A ( x ) , . . . ,  a q - 1 ( * ) 1 .
Ru r l ) g  vek ! , , r  I  t i dak  Denga lam i  dekompos i s l ,
Seka rang  k i t a  n l sa l kan  bahwa  teo rema  bena r  un tuk  pene taan
r i l po ten  A  dengan  d imR(Ker (A ) )  =  r  -  l .  Se lan ju toya  k l , t a  buk -
t i kan  bahwa  Leo rema  j uga  be i ra r  un tuk  peme taan  n i l po ten  A  de -
l gan  d im*  (Kc r  (A )  )  =  r .
. _ ,  I l i sa l ha l l  x  adaLah  vek to r  r l i  V  dengan  eq (x ;  =  
g  4 . r1
A a  
- ( x )  
1 0 ,  d a n  n y a t a k a n  r u a n g  b a g i a n  y a n g  d i b a n g u n  o l e h  { x ,
^ ( x ) ,  , . . ,  , \ '  
- ( * ) )  
d e n g a n  K .  P e n e t a a n  A :  V y ' K  -  V / K ,  y a n g  d i -
i nCu l , . s i  o l e ) )  peme taan  A :  V  -  V ,  be rs i f a t_n i l po ten  dengan  i n -
d c k s  C ,  (  q .  M e n u r u t  T e o r e m a  I ,  d i n R ( K e r ( A ) )  =  r  -  l .
Meou ru t  h i po tesa  l nduks i  be r l aku  pe r ' nya taan -pe  mya taan
b e r i k u t :
( 1 " )  T e r d a p a t  b a r l s a n  b i l a n g a n  b u l a t  p o s l t i f  9 2 r  . . . ,  9 .
dengan  q2  > ,  . . .  > ,  q -  >  1 ,  dan  vek to r - vek to r  , r ,  . . . ,  J -  a r  v / r
q ^ - r  q  - l
y a n g , b e r s . i f a t _ l A  -  ( f r ) ,  , . . ,  e  
'  ( I r )  l  m e r b e n t - u k  s u a t u  b a -
s i s  d . r r i  K e r ( A ) .
( 2 " )  B a r l s a n  q 2 ,  . . . ,  9 .  t u n g r r l ,
(3") Mlsalkan R, nenyatakan ruang bagian yang dlbangun
1 ' .
d - - L
_ 1 {
o l e h  t y l ,  A ( y r ) ,  . , . ,  A  
^  ( V r ) 1 ,  u n t u k  I  =  2 ,  . . . ,  r .  M a k a
v/K = K2o.. .o*. .
Selanltrtnya pertana-tama kita tunjukkan bahlra untuk seti-
ap  !  =  2 ,  . . . ;  r  t e rdapa t  x ,  €  V  yang  be rs i f a t :
\ 4 ,
e ' - l  q {
A ' ( " . ) l 0 d a n A ' ( x r ) = 0 ,
1 0 1
( b )
I lenurut Teorema l l ,
z .  f  Ke !  (A )  vans
l -  . - ,
. o - t .
t A '  ( x ) , 2 . ,  , . . ,
I
lanJ ucnya
q . - 1  q  - L
A a  ( x . )  = [ 1  ( t . )
u n t u k  s e L i a p  i  =  2 ,  . . . ,
q , - I
z  J  memben tuk  sua tu  bas i s
r
r  t e rdapa t  vek to r
' r  r  P  U I d L L
d a r i  K e r ( A ) .  S e -
L
A  
-  ( v . ) €  K ,
I
dan  dengan  dem. i k i an  dapa t  k i t a  t u t i s
or - t , , r ) q . - 1
=  , q .  
1  ( v .  )
.  - l
. 1
2 : - A ( Y - ) = J - - r +  c  A a  
^ ( x )
q - r
A -  ( x )  +
a  Iau
z .  =  A  
-  ( y .  +  1  .  > :  +
q - q .
*  , r o _ ,  o  
- t  
( r )  )
T u l i s
x .  =  v ,  +  r  x  +
I  - 1  q , - 1
*  , , ,  _ ,  , , , "  
' l t { * ) ,
maka  x -  ada lah  vek to r  d i  V  yaog  k i t a  ca r i .  (K i t a  pe ro le i r  x .
t . ) .  
1  -  -  I
t  
D.r 'rg".r demlkian telah kita buktikan:
( 1 )  l e r d a p a r  b a r i s a n  b i l a n g a n  b u l a r  p o s i t i f  q r ,
densan q1 -  9  >-  q.z  )  . , .  > ,  qr  >,  I ,  o l l_ ; "u.o. - " "0.o.0
x 2 ,  . . . ,  x .  d i  V  y a n g  b e r s i f a t  { A '  ( " r ) ,  . . . ,  e .






,  ( ; :
Menuru t  h i po tesa  i nduks i ,  ba r j san  q2 ,  . . . ,  q r  t ungga l .
B i l anSan  q  ada lab  i ndeks  n i l po ten  da r i  peme taan  A .  DengaD de -
dk tan  k i t a  pe ro leh :
( 2 )  B a r i s a n  q l  =  q ,  q 2 ,  . . . ,  9 r ,  r u n g g a l .
seka rang .pandang  ruang  bag ian  K .  yang  d ibangun  o leh  { x . ,
A ( x . ) ,  . . . ,  A  
^  
( r . , ) 1 ,  u n t l r k  i  =  l ,  . . . ,  r .  A k a n  k i r a  b u k t i -
Ran  v  =  K l  t t )  .  .  .  uK . .  Pe r  I r r  k i t a  ca ta t  bahwa  K l  =  K ,  dan  me-
n u r u r  h i p o ! . s a  i n d u k s i  b e ! l d l . u  V / K  =  K 2 O . . . @ R . .
t u o b i l  v e k t u r  u  €  v .  M a k a  u n l u k  ; 6  v / K  b * r l a k u
r
,  r ,  K i t a  p u n y a i. l o n o . n  t '  a  L
a c a u
u  =  v 2  +
u - ( v 2 +
l : ; l o  " " " . r  
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